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EQUILIBRIO,  
STABILITÀ E 

LINEARIZZAZIONE
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DEFINIZIONE PUNTO DI EQUILIBRIO

{
·x(t) = f(x(t), u(t))

y(t) = g(x(t), u(t))

➤ Si consideri il seguente sistema non-lineare➤ Si consideri il seguente sistema non-lineare

➤ La coppia  è detta coppia (o punto) di 
equilibrio se

(x̄, ū)

{f(x̄, ū) = 0
ȳ = g(x̄, ū)

con  costante detta uscita di equilibrioȳ

(1)

(2)
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ESEMPIO#1 : CIRCUITO RC

·VC(t) = − VC(t)
R1 ⋅ C

+ VG(t)
R1 ⋅ C

y(t) = VC(t)

➤  è una 
condizione di equilibrio 
(VC = V̄, VG = V̄)

·VC(t) = − V̄
R1 ⋅ C

+ V̄
R1 ⋅ C

= 0 y(t) = VC(t) = V̄

(3)

f(x̄, ū) = 0 g(x̄, ū) = ȳ
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CLASSIFICAZIONE PUNTO EQUILIBRIO

➤ Sia  un punto di equilibrio(x̄, ū)
➤ Sia   (stato perturbato)̂x ≠ x̄
➤ Sia   la traiettoria perturbata dello stato 

ottenuta applicando il forzamento di equilibrio  
a partire dalla condizione iniziale 

̂x(t)
ū

̂x

Punti  
di equilibrio  

stabili

Punti  
di equilibrio  

instabili

Insieme dei  
punti di equilibrio

/315



CLASSIFICAZIONE PUNTO EQUILIBRIO

Punto 
Equilibrio 

Stabile
Punto 

Equilibrio 
Instabile

Se non è Punto Eq. Stabile

∀ϵ > 0∃δ > 0 : ∀ ̂x ∈ Ix̄,δ ∥ ̂x(t) − x̄∥ ≤ ϵ

➤ Se un punto è di eq. stabile ed inoltre vale la 
condizione  allora il punto è 

detto di Equilibrio Asintoticamente Stabile

lim
t→∞

∥x(t) − x̄∥ = 0
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∀ϵ > 0∃δ > 0 : ∀ ̂x ∈ Ix̄,δ ∥ ̂x(t) − x̄∥ ≤ ϵ 7



∀ϵ > 0∃δ > 0 : ∀ ̂x ∈ Ix̄,δ ∥ ̂x(t) − x̄∥ ≤ ϵ 8



∀ϵ > 0∃δ > 0 : ∀ ̂x ∈ Ix̄,δ ∥ ̂x(t) − x̄∥ ≤ ϵ 9



∀ϵ > 0∃δ > 0 : ∀ ̂x ∈ Ix̄,δ ∥ ̂x(t) − x̄∥ ≤ ϵ 10



CLASSIFICAZIONE PUNTO EQUILIBRIO

Punto 
Equilibrio 

Stabile
Punto 

Equilibrio 
Instabile

Se non è Punto Eq. Stabile

∀ϵ > 0∃δ > 0 : ∀ ̂x ∈ Ix̄,δ ∥ ̂x(t) − x̄∥ ≤ ϵ

➤ Se un punto è di eq. stabile ed inoltre vale la 
condizione  allora il punto è 

detto di Equilibrio Asintoticamente Stabile

lim
t→∞

∥ ̂x(t) − x̄∥ = 0
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CLASSIFICAZIONE PUNTO EQUILIBRIO

Punto 
Equilibrio 

Stabile
Punto 

Equilibrio 
Instabile

Se non è Punto Eq. Stabile

∀ϵ > 0∃δ > 0 : ∀ ̂x ∈ Ix̄,δ ∥ ̂x(t) − x̄∥ ≤ ϵ

➤ Se un punto è di eq. stabile ed inoltre vale la 
condizione  allora il punto è 

detto di Equilibrio Asintoticamente Stabile

lim
t→∞

∥ ̂x(t) − x̄∥ = 0

/3112



lim
t→∞

∥ ̂x(t) − x̄∥ = 0
13



PUNTO DI EQUILIBRIO STABILE

Punti  
di equilibrio  

asintoticamente  
stabili

Punti  
di equilibrio  

semplicemente  
stabili

Insieme dei  
punti di  

equilibrio stabili
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ESEMPIO#1 : CIRCUITO RC

·VC(t) = − VC(t)
R1 ⋅ C

+ VG(t)
R1 ⋅ C

y(t) = VC(t)

➤  è una 
condizione di equilibrio 
(VC = V̄, VG = V̄)

➤ ESERCIZIO: Si caratterizzi il tipo di equilibrio

➤ Si noti che se  allora  ·VC(t) = 0 VC(t) = V̄
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METODO DELLA LINEARIZZAZIONE

➤ Si consideri un punto di equilibrio , sia 
 la traiettoria di equilibrio dello stato del 

sistema e sia  l’uscita di equilibrio 

(x̄, ū)
x(t) = x̄

ȳ

{
·x(t) = f(x(t), u(t))

y(t) = g(x(t), u(t))

➤ Si consideri il sistema non-lineare

{
·̄x = f(x̄, ū) = 0
ȳ = g(x̄, ū) x̄(t) = x̄ ∀t (5)
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METODO DELLA LINEARIZZAZIONE

➤ PERTURBAZIONE: Si consideri il forzamento 
 e sia  la condizione 

iniziale
u = ū + δu x = x̄ + δx

➤ Sono interessato a calcolare l’uscita del sistema in 
CONDIZIONE PERTURBATA 

{
·x(t) = f(x(t), u(t))

y(t) = g(x(t), u(t))
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METODO DELLA LINEARIZZAZIONE

➤ Sia  la risposta del sistema nello 
s t a t o e  n e l l ’ u s c i t a i n 
CONDIZIONE PERTURBATA

x(t) = x̄ + δx(t)
y(t) = ȳ + δy(t)

{
·̄x + δ ·x(t) = f(x̄ + δx(t), ū + δu(t))

ȳ + δy(t) = g(x̄ + δx(t), ū + δu(t)) (6)

Posso sviluppare la (6) in serie di Taylor
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METODO DELLA LINEARIZZAZIONE

{
·̄x + δ ·x(t) = f(x̄ + δx(t), ū + δu(t))

ȳ + δy(t) = g(x̄ + δx(t), ū + δu(t))

·̄x + δ ·x(t) = f(x̄ + δx(t), ū + δu(t)) = ⋯

⋯ = f(x̄, ū) + ∂f
∂x

x=x̄,u=ū

δx(t) + ∂f
∂u

x=x̄,u=ū

δu(t) + Rf(x, u)

ȳ + δy(t) = g(x̄ + δx(t), ū + δu(t)) = ⋯

⋯ = g(x̄, ū) + ∂g
∂x

x=x̄,u=ū

δx(t) + ∂g
∂u

x=x̄,u=ū

δu(t) + Rg(x, u)

(7)

(8)
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METODO DELLA LINEARIZZAZIONE

f(x, u) =
f1(x, u)

⋮
fn(x, u)

g(x, u) =
g1(x, u)

⋮
gp(x, u)

x =
x1
⋮
xn

u =
u1
⋮
um

∂f
∂x

=

∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

⋯ ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

⋯ ∂f2
∂xn

⋮
∂fn
∂x1

∂fn
∂x2

⋯ ∂fn
∂xn

∂f
∂u

=

∂f1
∂u1

⋯ ∂f1
∂um

∂f2
∂u1

⋯ ∂f2
∂um

⋮
∂fn
∂u1

⋯ ∂fn
∂um
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METODO DELLA LINEARIZZAZIONE

f(x, u) =
f1(x, u)

⋮
fn(x, u)

g(x, u) =
g1(x, u)

⋮
gp(x, u)

x =
x1
⋮
xn

u =
u1
⋮
um

∂g
∂x

=

∂g1
∂x1

∂g1
∂x2

⋯ ∂g1
∂xn

⋮
∂gp

∂x1

∂gp

∂x2
⋯

∂gp

∂xn

∂g
∂u

=

∂g1
∂u1

⋯ ∂g1
∂um

⋮
∂gp

∂u1
⋯

∂gp

∂um
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METODO DELLA LINEARIZZAZIONE

·̄x + δ ·x(t) = f(x̄ + δx(t), ū + δu(t)) ≈ ⋯

⋯ ≈ f(x̄, ū) + ∂f
∂x

x=x̄,u=ū

δx(t) + ∂f
∂u

x=x̄,u=ū

δu(t)

ȳ + δy(t) = g(x̄ + δx(t), ū + δu(t)) ≈ ⋯

⋯ ≈ g(x̄, ū) + ∂g
∂x

x=x̄,u=ū

δx(t) + ∂g
∂u

x=x̄,u=ū

δu(t)

(10)

(9)
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METODO DELLA LINEARIZZAZIONE

·̄x + δ ·x(t) ≈ ⋯

⋯ ≈ f(x̄, ū) + ∂f
∂x

x=x̄,u=ū

δx(t) + ∂f
∂u

x=x̄,u=ū

δu(t)

ȳ + δy(t) ≈ ⋯

⋯ ≈ g(x̄, ū) + ∂g
∂x

x=x̄,u=ū

δx(t) + ∂g
∂u

x=x̄,u=ū

δu(t)

➤ Poichè  e  in quanto 
 è condizione di equilibrio 

·̄x = f(x̄, ū) = 0 ȳ = g(x̄, ū)
(x̄, ū)

(12)

(11)
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METODO DELLA LINEARIZZAZIONE

δ ·x(t) = ∂f
∂x

x=x̄,u=ū

δx(t) + ∂f
∂u

x=x̄,u=ū

δu(t)

δy(t) = ∂g
∂x

x=x̄,u=ū

δx(t) + ∂g
∂u

x=x̄,u=ū

δu(t)

Assumendo trascurabile l’errore introdotto 
dall’approssimazione 

(14)

δx(t0) = δx

δ ·x(t) = A ⋅ δx(t) + B ⋅ δu(t)
δy(t) = C ⋅ δx(t) + D ⋅ δu(t)

SISTEMA 
LINEARIZZATO

(13)
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METODO DELLA LINEARIZZAZIONE (BOLZERN)

➤ Il  procedimento della linearizzazione consiste 
nel descrivere il comportamento di un sistema 
non lineare attorno ad un punto di equilibrio 
mediante un particolare sistema lineare. 

➤ Quest'ultimo sistema lineare costituisce solo 
un'approssimazione del sistema originario ma è 
estremamente utile per affrontare molti problemi 
specifici perché a esso sono applicabili i metodi 
di analisi e sintesi disponibili per i sistemi 
lineari
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In quanto sistema meccanico, scelgo 
come stato 

ESEMPIO#2: PENDOLO

θ

u

mgmgsin(θ)

J ⋅ ··θ = u ⋅ l − m ⋅ g ⋅ l ⋅ sin(θ) − b ·θ
y = θ

x = [θ
·θ]

·x1 = x2
·x2 = u ⋅ l

J
− m ⋅ g ⋅ l

J
⋅ sin(x1) − b

J
x2

y = x1

Posizione Angolare

Velocità Angolare

l

J = m ⋅ l2
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θ

u

mgmgsin(θ)

ESEMPIO#2: PENDOLO

x = [θ
·θ] ·x1 = x2

·x2 = u ⋅ l
J

− m ⋅ g ⋅ l
J

⋅ sin(x1) − b
J

x2
y = x1

l

Scelgo forzamento nullo e 
calcolo gli stati di equilibrio 
corrispondenti.  Ovvero impongo  
·x1 = 0 ·x2 = 0

x2 = 0 u ⋅ l
J

− m ⋅ g ⋅ l
J

⋅ sin(x1) − b
J

x2 = 0

x2 = 0u = 0
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θ

u

mgmgsin(θ)

ESEMPIO#2: PENDOLO

x = [θ
·θ]

l

x2 = 0
x1 = 0 + k ⋅ π

k ∈ ℤ

Tra le  possibili scelgo la seguente

x̄ = [0
0]

Condizione 
Perturbata

Condizione di 
Equilibrio

ū = 0

x̄ = [δx1
0 ] ū = 0

Tra le  possibili scelgo la seguente
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ESEMPIO#2: PENDOLO
f1(x, u) = x2

f2(x, u) = u ⋅ l
J

− m ⋅ g ⋅ l
J

⋅ sin(x1) − b
J

x2

g1(x, u) = x1

A =
∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

x=[0
0],u=0

= [
0 1

− g
l − b

m ⋅ l2 ]

B =
∂f1
∂u
∂f2
∂u

x=[0
0],u=0

= [
0
1

m ⋅ l ]
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ESEMPIO#2: PENDOLO
f1(x, u) = x2

f2(x, u) = u ⋅ l
J

− m ⋅ g ⋅ l
J

⋅ sin(x1) − b
J

x2

g1(x, u) = x1

C = [ ∂g1
∂x1

∂g1
∂x2 ]

x=[0
0],u=0

= [1 0] D = [ ∂g1
∂u ]

x=[0
0],u=0

= [0]

·δx = [
0 1

− g
l − b

m ⋅ l2 ] ⋅ δx + [
0
1

m ⋅ l ] ⋅ δu

δy = [1 0] ⋅ δx + [0] ⋅ δu

SISTEMA 
LINEARIZZATO
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ESEMPIO#2: PENDOLO

·δx = [
0 1

− g
l − b

m ⋅ l2 ] ⋅ δx + [
0
1

m ⋅ l ] ⋅ δu

δy = [1 0] ⋅ δx + [0] ⋅ δu

·x1 = x2
·x2 = u ⋅ l

J
− m ⋅ g ⋅ l

J
⋅ sin(x1) − b

J
x2

y = x1
θ

u

mgmgsin(θ)

x = [θ
·θ]

l

➤ ESERCIZIO: Si analizzi numericamente la qualità 
dell’approssimazione

Non Lineare

Linearizzato
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