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Lo schema di un possibile sistema di controllo digitale è riportato in Figura dove , come
di consueto, u(t) è la variabile di controllo, y(t) è la variabile controllata , w(t) è il
riferimento ed e(t)=w(t)-y(t) rappresenta l’errore.

Poiché il regolatore digitale può ricevere in ingresso soltanto sequenze di numeri è
necessario prevedere la presenza del Campionatore (A/D) e del mantenitore o tenuta di
ordine zero ZOH (D/A)



Campionatore
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Il campionatore ideale e periodico, è un convertitore che, dato in ingresso il segnale a
tempo continuo e(t) , produce in uscita il segnale a tempo discreto
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dove T è il periodo di campionamento e rappresenta la durata dell’intervallo di tempo
continuo che intercorre tra gli istanti in cui vengono prelevati due campioni successivi. A
partire da T è possibile definire la frequenza fs e la pulsazione di ωs di campionamento

		
fS =

1
T 		

ωS =
2π
T

Affinché il regolatore digitale possa operare correttamente, è indispensabile che il segnale
di errore campionato e* rappresenti in modo completo e non ambiguo l’effettivo
andamento di e, ovvero devono essere rispettate le ipotesi del Teorema di Shannon.

Teorema di Shannon. Detta ωc la piu’ alta componente spettrale del segnale tempo
continuo e, il segnale e è completamente ricostruibile a partire dal segnale campionato e*
se e solo se

		ωS >2ωC



Campionamento
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Per comprendere i legami che intercorrono tra il segnale a tempo continuo e ed il
corrispondente segnale campionato e*, ottenuto tramite un campionatore ideale con
periodo di campionamento T, è opportuno analizzarne le relazioni in termini di
contenuto frequenziale
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Problema della quantizzazione
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Il campionatore è supposto ideale in quanto si supporrà che negli istanti di
campionamento il valore di e* coinciderà perfettamente con e. In realtà è bene tenere in
considerazione il fatto che, nei sistemi digitali, i valori reali e* sono rappresentati con un
numero finito di bit.

Il campionamento implica quindi una inevitabile approssimazione detta quantizzazione
dovuta alla codifica del segnale.

A causa della quantizzazione, che può essere per troncamento o per arrotondamento, non
sono distinguibili dopo il campionamento valori di e che differiscono tra loro di una
quantità inferiore al livello di quantizzazione impiegato detto zero macchina

La quantizzazione è un fenomeno intrinsecamente non lineare e difficilmente
analizzabile in maniera rigorosa.

E’ bene tenere conto che il suo effetto sul comportamento del sistema di controllo è tanto
maggiore quanto minore è la lunghezza della parola di codifica e soprattutto dipende
fortemente dal fatto che si usi una rappresentazione in virgola fissa o mobile.



Tenuta di Ordine Zero (ZOH)
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Sia h(t-t0) il gradino unitario applicato all’istante t=t0 :

		
h(t −t0)=

0 t <t0
1 t ≥t0

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

e sia x(kT) la sequenza dei valori campionati ottenuti dal segnale continuo x(t) (il segnale
è supposto nullo per t<0). Ponendo la sequenza x(kT) in ingresso al ricostruttore di ordine
zero si ottiene in uscita il segnale ricostruito



Tenuta di Ordine Zero (ZOH)
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La cui trasformatadi Laplace•:

La trasformataXr(s) pu˜ quindi essereespressacome il prodotto delle due seguenti
funzioniH0(s) eX*(s)
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La funzioneX*(s) • la trasformata di Laplacedel segnalex*(t) che • funzionedella
sequenzadi campionix(kT)

!!
" " ##$=$! % %" #&${ } = "#' ( $" ##! ' ( $

' =&

#

$



Tenuta di Ordine Zero (ZOH)
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Indicando con δT(t) la sequenza di impulsi di Dirac

il segnale x*(t) rappresenta una sequenza di impulsi di Dirac modulati in ampiezza dai
campioni x(kT)

Applicando il segnale X*(s) all’ingresso della funzione di trasferimento H0(s) si ottiene il
segnale Xr(s)

		
Xr(s)=H0(s)X *(s)=

1−e−Ts
s

X *(s)

H0(s) rappresenta la corretta descrizione matematica del ricostruttore di ordine zero ogni
qualvolta il campionatore venga sostituito da un campionatore ideale di tipo impulsivo



Progetto per Discretizzazione
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Si supponga di avere già definito una legge di controllo continua rappresentata da una
funzione di trasferimento D(s). Si pone il problema di come ottenere una legge di
controllo D(z), da inserire nell’anello di retroazione comprensivo del ricostruttore e del
campionatore ideale, che permetta di ottenere prestazioni il più possibile simili a quelle
ottenute impiegando la D(s)



Approssimanti di Padè
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• Nello studio dei sistemi dinamici caratterizzati dalla presenza di ritardi nel tempo può
essere conveniente sostituire al ritardo una sua approssimante costruita come una
funzione razionale di variabile complessa

• A questo scopo sono normalmente impiegate le Approssimanti di Padè

• Si definisca in primo luogo la struttura della funzione approssimante di tipo razionale
nella variabile complessa s ed il valore di s0 per cui si vuole ottenere l’approssimante

• Il valore dei q parametri liberi della funzione approssimante viene determinato
facendo coincidere i primi q termini dello sviluppo in serie di Taylor attorno a s0.

• Poichè normalmente si è interessati ad approssimazioni “in bassa frequenza“ di solito
viene scelto il valore s0=0



Calcolo approssimante di Pad• del I ordine
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Si vuole determinare l’approssimante di Padè del I ordine con la seguente struttura

attorno al valore s0=0

		 

e−Ts =1−Ts+T
2s2

2 +…

µ
1+as
1+bs =µ+µ(a−b)s+µb(b−a)s

2+…

da cui si ottiene
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Progetto per Discretizzazione
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Una volta che sia definito il regolatore analogico D(s), la tecnica di progetto si articola
nei seguenti tre passi:

1. Definizione del periodo di campionamento T e verifica del fatto che
l’inserimento del campionatore-ricostruttore non destabilizzi il sistema: se necessario si
deve provvedere ad una correzione della D(s) o a modificare T.

Si consideri un ricostruttore di ordine zero

		

H0(s)=
1−e−Ts
s

≈
T

T
2 s+1

(approssimazione di Padè*)

Per l’analisi degli effetti dinamici della discretizzazione si deve considerare , per
esempio il termine

		

1
T
2 s+1

Si noti che il guadagno T non viene considerato in quanto nello schema finale discreto
tale fattore è compensato dal guadagno 1/T del campionatore



Progetto per Discretizzazione
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2. Discretizzazione della D(s). Esistono diverse tecniche per discretizzare la
funzione di trasferimento analogica D(s). Tra le principali, di complessità adeguata alle
esigenze di elaborazione in tempo reale, sono:

a)Metodo delle differenze all’indietro;
b)Metodo delle differenze in avanti;
c)Trasformazione bilineare;
d)Trasformazione bilineare con pre-compensazione frequenziale;
e)Metodo della Z-trasformata , detto anche dell’invarianza della risposta all’impulso;
f)Metodo della Z-trasformata con ricostruttore di ordine 0, detto anche
dell’invarianza della risposta al gradino;
g)Metodo della corrispondenza poli/zeri

3. Verifica a posteriori del comportamento dinamico del sistema con controllore
discreto. Si deve discretizzare il sistema continuo G(s) con ricostruttore e verificare la
risposta dell’intero sistema in retroazione utilizzando D(z)



Trasformazione bilineare (o di Tustin)
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La trasformazione bilineare può essere considerata come una tecnica di integrazione
numerica, detta integrazione trapezoidale o metodo della trasformazione di Tustin.
Si consideri la seguente equazione differenziale:

		
f (t)dt ≈

f (kT)+ f (k−1)T( )⎡
⎣

⎤
⎦T

2k−1( )T

kT

∫

		
dy(t)
dt

+ay(t)=ax(t)
Si consideri la seguente approssimazione



Trasformazione bilineare (o di Tustin)
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y(kT)= y((k−1)T)− aT2 y(kT)+ y((k−1)T)⎡
⎣

⎤
⎦+
aT
2 x(kT)+ x((k−1)T)⎡
⎣

⎤
⎦

Y(z)= z−1Y(z)−−aT2 Y(z)+z−1Y(z)⎡
⎣

⎤
⎦+
aT
2 X(z)+z−1X(z)⎡
⎣

⎤
⎦

		

Y(z)
Z(z) =G(z)=

aT
2 1+z−1⎡
⎣

⎤
⎦

1−z−1( )+ aT2 1+z−1⎡
⎣

⎤
⎦

=
a

2
T
1−z−1
1+z−1

+a

e quindi

Si noti che utilizzando la trasformata di Laplace per ottenere la soluzione dell’equazione
differenziale si avrebbe

		
G(s)= a

s+a



Trasformazione bilineare (o di Tustin)
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s = 2
T
1−z−1
1+z−1

=
2
T
z−1
z+1 (Trasformazione di Tustin)

Pertanto, ponendo

si ottiene

		
D(z)=D(s)

s=2
T
1−z−1
1+z−1

Effettuando la trasformazione di Tustin, il piano s viene mappato nel piano z . La regione
di stabilità in s (Re(s)<0) viene trasformata nella regione definita da

		

ℜe(s)=ℜe 2
T
z−1
z+1

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟<0

ℜe z−1
z+1
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟<0 T >0

		

ℜe z−1
z+1
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟=ℜe

α+ jβ −1
α+ jβ +1
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟=ℜe

α2 −1+β 2+2 jβ
α+1( )2+β 2

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟
<0

α2+β 2 <1



Trasformazione bilineare (o di Tustin)
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La trasformazione di Tustin  trasforma una D(s) analogica 
stabile in una D(z) discreta stabile.



Metodo della Z-trasformata con ZOH
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Con questo metodo, si desidera che i valori delle variabili ua(t) e ub(t) siano gli stessi
negli istanti di campionamento quando il segnale e(t) è un gradino.

		
Ζ−1 D(z) 1

1−z−1
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥=L−1 D(s)1

s

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥
t=kT

Si desidera che valga la seguente relazione



Metodo della Z-trasformata con ZOH
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Si ha dunque che

		
D(z)= 1−z−1( )Z L−1 D(s)1

s

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥
t=KT

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

Nel caso di filtro passa basso del tipo
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Analogamente al caso precedente, funzioni continue stabili sono trasformate in funzioni
discrete stabili



Considerazioni
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Tutte le tecniche di discretizzazione, forniscono una funzione discreta D(z) che
approssima la corrispondente funzione analogica D(s). Tutte le tecniche di
discretizzazione presentano distorsioni rilevanti nel dominio delle frequenze, ed in
particolar modo per le pulsazioni prossime a π/T.

Ne consegue che la frequenza di campionamento deve essere essere scelta in modo
opportuno, verificando non solo il teorema di Shannon ma garantendo che le frequenze
di interesse di D(s) siano ben al di sotto di ws/2

La scelta della frequenza di campionamento deve essere fatta in modo tale da degradare il
meno possibile le prestazioni del controllore . Si deve a questo fine considerare anche
l’effetto di ritardo introdotto dal ricostruttore nel progetto della D(s)

E’ di importanza fondamentale una verifica a posteriori, almeno simulativa, della
prestazioni del sistema con il regolatore discreto.



ARDUINO: Controllo digitale per un sistema meccanico
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